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Resumen
El presente trabajo muestra un modelo desarrollado para estudiar el comportamiento frente a pandeo de paneles ypilares esbeltos de hormigón armado que flectan sobre su eje débil. El modelo reproduce la pérdida de rigidez del
elemento durante el proceso de carga debido a la iniciación y progreso de fisuras en el hormigón. Esta pérdida de rigi-
dez va a tener una gran influencia en el fallo por pandeo del elemento de hormigón. Para modelar el comportamien-
to del hormigón en fractura se han simplificado todos los procesos de fractura a una única fisura situada en la parte
central del elemento. Las características del hormigón en fractura son descritas mediante un modelo cohesivo. El
modelo se plantea en grandes desplazamientos para que en cada iteración se tenga en cuenta el cambio en la geome-
tría. De esta forma el fallo por pandeo queda explícitamente resuelto. Hemos tratado de dar una metodología prácti-
ca y sencilla de implementar en códigos de elementos finitos comerciales. En la parte final del artículo incluimos una
discusión de los resultados obtenidos, contrastando los resultados obtenidos con el modelo con resultados experimen-
tales y analizando la sensibilidad del modelo al variar los parámetros que intervienen en el problema.
Palabras clave: pandeo, hormigón armado, modelo cohesivo, paneles portantes, pilares.
Abstract
T his work reports a model that predicts the behaviour of lightly reinforced concrete panels and columns when subjected to buc-kling. The model simulates the loss of stiffness of these structures due to the initiation and development of cracks during loa-
ding. The fracturing process was represented by considering a single crack at the centre of the panel or column. The behaviour of
the concrete under traction was described by means of a cohesive model. When subjected to compression an analogous model was
used: before reaching the maximum load the behaviour of the concrete was described by a stress-strain relation- ship, whereas a
stress-displacement relationship was employed after the maximum load. The proposed model contemplates large deformations so
that in each iteration the change in geometry is taken into account. In this manner, failure due to buckling is explicitly simula-
ted. The methodology of the proposed model is simple and practical, and can be integrated into commercial finite element pro-
grams. The model was validated comparing its predictions with experimentally obtained results. The sensitivity of the model to
changes in the slenderness of the panel or column, the reinforcement ratio and the characteristics of the concrete was determined.
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1. INTRODUCCIÓN
Las estructuras realizadas con materiales que trabajan
fundamentalmente en régimen elástico, como por ejem-
plo las estructuras metálicas, alcanzan su agotamiento
bien cuando agotan su resistencia mecánica o bien
cuando se produce un proceso de inestabilidad (pan-
deo). No obstante, en la mayoría de las estructuras y en
particular en las de hormigón el fallo de los elementos
se produce debido a una combinación entre el agota-
miento del material y la inestabilidad geométrica. El
desarrollo de procesos de fisuración durante el proceso
de carga, con el consiguiente deterioro de la matriz de
hormigón, produce cambios en la respuesta del elemen-
to de hormigón armado. Estos procesos de fisuración
van a tener una gran influencia en el proceso de pérdi-
da de estabilidad de la estructura y en su fallo [1].
En el diseño de elementos de hormigón armado el estu-
dio del fallo por pandeo ha sido históricamente un
campo importante en la investigación [2]. En los últi-
mos años el pandeo de elementos de hormigón armado
ha sido objeto de diferentes estudios. Entre ellos pode-
mos destacar los realizados por Bažant et al., en los que
propusieron una solución analítica suponiendo una
deformación de forma sinusoidal del elemento compri-
mido [3, 4]. Kim et al. analizaron el comportamiento de
los pilares comprimidos teniendo en cuenta las no line-
alidades de los materiales y geométricas [5, 6]. Re-
cientemente Yalcin y Saatcioglu han desarrollado un mo-
delo analítico para estudiar el pandeo que consideraba
la adherencia entre hormigón y acero y la formación de
una zona plastificada en el centro del elemento [7].
Finalmente Kwak y Kim analizaron el efecto de la
fluencia en la carga de pandeo [8–10]. Todos estos estu-
dios han ayudado a comprender mejor el problema del
pandeo en elementos de hormigón y las variables que
en él intervienen. No obstante, el análisis global de un
elemento teniendo en cuenta todas las propiedades
mecánicas de los materiales y su interacción con la ines-
tabilidad geométrica está todavía lejos de ser perfecto.
Las formulaciones propuestas por los diferentes códi-
gos, véase p. e. [11–13], incluyen métodos que realizan
diferentes simplificaciones, las cuales dan lugar a varia-
ciones importantes en los coeficientes de seguridad
comparados con resultados experimentales. Por ello se
hace necesario un análisis detallado del comportamien-
to del elemento estructural y una modelación de los ma-
teriales acorde al comportamiento físico de los mismos.
En el caso particular de los paneles portantes o pilares
débilmente armados que flectan alrededor de su eje
débil, al ser estos elementos muy esbeltos y poseer
cuantías de armado relativamente bajas, los procesos de
fisuración van a tener una influencia elevada en el com-
portamiento global del elemento. Como marco teórico
para realizar el estudio vamos a utilizar teorías basadas
en Mecánica de la Fractura aplicada al hormigón [14].
Precisamente la relación entre el desarrollo de los pro-
cesos de fisuración y el fallo del elemento va a permitir
que el fallo por pandeo pueda ser estudiado mediante
estas teorías [15]. El estudio plantea un modelo siguien-
do las directrices del método general para estudiar el
estado límite de inestabilidad descritas en la EHE-08
(articulo 43.2) [16]. En el modelo vamos a tener en cuen-
ta las no linealidades materiales (acero, hormigón y
adherencia) y geométricas.
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
En general el fallo por pandeo de un panel o pilar esbel-
to sometido a esfuerzos de compresión se produce de
forma frágil. Si antes de alcanzar la carga de pandeo en
algún punto del panel se supera una tensión superior a
la resistencia de tracción del material comienzan a desa-
rrollarse diversos procesos de fisuración. Estas fisuras
provocan una considerable pérdida de rigidez en el ele-
mento lo que conlleva que los desplazamientos trans-
versales aumenten y el peligro de pandeo se incremen-
te de forma considerable. Precisamente este riesgo de
fallo por pandeo tras la iniciación de los procesos de
fisuración en paneles y pilares débilmente armados es
lo que nos ha conducido a estudiar detalladamente el
fallo por pandeo en elementos de hormigón armado.
Los modelos realizados para estudiar el comportamien-
to de elementos de hormigón débilmente armados, se
concentran principalmente en el caso de una fisura que
atraviesa la capa de armadura y que, al abrirse, provo-
ca el arrancamiento de las barras de armado que cosen
la fisura, véanse por ejemplo las referencias [17, 18]. La
mayor dificultad que encuentran estos modelos es el
hecho de reproducir la propagación de la fisura a través
de la armadura (al menos en los modelos bidimensiona-
les) ya que ésta constituye una discontinuidad que
impide el desarrollo de la fisura. Otro problema que se
presenta es el modelado numérico de la interacción
entre acero y hormigón ya que el proceso de arranca-
miento produce un deterioro de la intercara hormigón
acero, llegándose incluso a producir procesos de fisura-
ción secundarios [19]. Algunos modelos resuelven
ambos problemas sustituyendo la armadura por unas
fuerzas de cierre situadas a ambos lados de la fisura,
cuyo valor está relacionado con la resistencia del acero
y la adherencia hormigón-acero [20, 21]. Otros modelan
explícitamente las barras de acero, aunque sólo tienen
en cuenta los casos límite de adherencia perfecta o des-
lizamiento libre [22]. En el presente trabajo partimos del
modelo propuesto por Ruiz, Carmona y Cendón [23],
que hace posible la propagación de fisuras a través de
la armadura y que permite el deterioro de la intercara
acero-hormigón. La estrategia seguida consiste en
superponer los dos materiales, y unirlos mediante una
serie de vínculos que permitan reproducir su comporta-
miento conjunto [24]. El hormigón se modela de modo
continuo mientras que el acero se le superpone. La
unión entre ambos se realiza creando unos nudos situa-
dos en la misma posición unidos por una serie de ele-
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son validadas con resultados experimentales consulta-
dos en la bibliografía científica.
2.1. Hipótesis básicas
La fractura del hormigón se representa por medio de un
modelo cohesivo. Tras alcanzar la tensión de tracción
máxima,  ft , la resistencia no baja a cero repentinamen-
te, sino que comienza un proceso de decohesión en el
que van a transmitirse tensiones entre los labios de la
fisura. Esta idea se debe a Dugdale [25] y Barenblatt
[26], aunque fue aplicada al hormigón por Hillerborg y
sus colaboradores [27,28] a través del modelo de fisura
ficticia también denominado de fisura cohesiva. Una
fisura cohesiva se inicia cuando una de las tensiones
principales alcanza en un punto el valor de la resisten-
cia a tracción del material, véase la Figura 1b. La fisura
se va a considerar perpendicular a la dirección de dicha
tensión principal, lo que es conocido en fractura como
Modo I. El modelo describe el proceso de decohesión
desde que se alcanza la tensión máxima hasta que se
abre la fisura completamente de forma discreta, véase la
Figura 2. Durante ese periodo el hormigón va perdien-
do su resistencia progresivamente. En Modo I estas ten-
siones cohesivas se pueden considerar función de la
apertura de la fisura:
σ = f(w) siendo: f(0) = ft y f(wc) = 0 (1)
Donde f(w) se conoce como función de ablandamiento,
y es considerada como una característica del material,
véase la Figura 1c. Esta función tendrá un valor nulo
cuando la apertura de fisura, w, alcance un valor supe-
rior a un valor crítico, wc. A partir de esta apertura la
fisura está abierta por completo y hay una discontinui-
dad en el material. Cuando la fisura se va desarrollan-
do en un punto en el material, el campo tensional de
este punto recorrerá toda la curva de ablandamiento,
esto implica que hasta llegar al punto definido por wc se
le ha suministrado a ese punto una energía por unidad
de área igual al área encerrada por la curva de ablanda-
miento, véase la Figura 1c. Por tanto podemos definir
que la energía necesaria para producir una fisura de
superficie unidad es igual al área anteriormente citada.
Esta energía se denomina energía específica de fractura,
GF. Este parámetro y la resistencia a tracción, ft, son los
que definen el comportamiento en fractura de un mate-
rial. El Código Modelo (MC-90) [11] contempla la ener-
gía de fractura como un parámetro característico del
hormigón en masa. Para medir este parámetro existe
una recomendación RILEM [29,30]. En nuestro caso,
vamos a suponer, que fuera de la zona en proceso de
fractura, el material se comporta de forma elástica lineal,
estando caracterizado el material por su módulo de
Young, Ec y su coeficiente de Poisson, νc. De esta forma
se simplifica el tratamiento numérico. El error cometido
lo podemos considerar de segundo orden, ya que la
deformación inelástica antes de que se forme la fisura es
despreciable fuera de la zona de daño si la cuantía de
acero no es elevada.
lineal. La continuidad del hormigón permite que la
fisura se pueda propagar a través del acero y que los
elementos de unión acero-hormigón transmitan los es-
fuerzos de adherencia en función del desplazamiento
relativo entre materiales. En el modelo pueden introdu-
cirse tantas líneas de armado como se quieran. Asimis-
mo tenemos la posibilidad de variar el ancho de la sec-
ción e introducir diferentes valores de la excentricidad
como ya hemos comentado. El modelo se plantea en
grandes desplazamientos de forma que el problema del
pandeo queda resuelto de modo explícito al tenerse en
cuenta la geometría deformada del panel en cada paso
de carga. El modelo va a realizarse en dos dimensiones
estando el plano de pandeo contenido en el eje de sime-
tría de la sección, véase la Figura 1a.
El modelo se resuelve con un programa de elementos
finitos comercial, en este caso ANSYS. Esto permite que
el modelo pueda ser resuelto por cualquier técnico con
unos conocimientos básicos acerca de mecánica de frac-














Figura 1. a) Panel sujeto a una carga excéntrica; b) Fisura
cohesiva; c) Función de ablandamiento y energía de fractura.
Figura 2. Zona de proceso de fractura.
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Los elementos que vamos a modelar en general tienen
una cuantía baja de armado. En estas condiciones se
genera inicialmente una zona microfisurada en la fibra
más traccionada en torno a la sección central, de la que
surge posteriormente una única fisura [31,32]. Vamos a
considerar que sólo progresa una fisura cohesiva en la
sección central del panel. Esta fisura va a representar el
comportamiento en fractura del hormigón en la zona
central del panel y/o pilar. De esta forma se simplifica
el tratamiento numérico.
Al igual que en el proceso de fractura en tracción, en
compresión también se observa una localización del
daño tras alcanzar la resistencia a compresión. El com-
portamiento es más complejo que en tracción debido al
confinamiento del material. Estos efectos fueron am-
pliamente estudiados por van Mier [33]. Hillerborg pro-
puso un modelo sencillo, similar al de fisura cohesiva,
para reproducir el comportamiento del hormigón en
compresión [34]. Antes de alcanzar la carga máxima el
comportamiento del hormigón es descrito mediante un
diagrama tensión-deformación, Figura 3a, y tras la carga
máxima por un diagrama tensión-desplazamiento,
Figura 3b, donde D es el canto del elemento. Este tipo
de modelado es coherente con el fenómeno físico de
pérdida de rigidez del elemento por fisuración.
El comportamiento de la intecara acero-hormigón se
modela a partir de una ley que relaciona las tensiones
tangenciales que se transmiten con el desplazamiento
relativo entre los materiales. El esfuerzo tangencial lo
podemos representar a través de de una función que
representa la tensión de adherencia por unidad de lon-
gitud, Figura 4a.
q = pτ (s) (2)
Donde p es el perímetro de la sección de refuerzo. La
acción del acero sobre el hormigón está totalmente
determinada por la distribución de q a lo largo de la
armadura, la cual depende a su vez de la relación ten-
sión-deformación del acero y de la ley de adherencia,
τ (s), véase la Figura 4b. El modelo admite todo tipo de
funciones τ (s).
El modelo se plantea en grandes desplazamientos para
que en cada iteración se tenga en cuenta el cambio en la
geometría. De esta forma el fallo por pandeo queda
explícitamente incorporado al modelo
2.2. Modelo mecánico
La Figura 5 esquematiza el modelo mecánico propues-
to para estudiar el pandeo de los paneles y pilares. El
panel se encuentra biarticulado en ambos extremos y la
carga se aplica con una excentricidad inicial, e0 , que es
constante y del mismo signo a lo largo del panel o pilar.
Al existir simetría con respecto a la sección central, se
representa y se modela únicamente la mitad del panel.
La fisura cohesiva situada en la sección central del
panel se representa por medio de unos elementos tipo
muelle que siguen la función de ablandamiento del hor-
migón. La masa del hormigón se discretiza de modo
continuo usando elementos triangulares de 6 nodos.
Para modelar el refuerzo se crean una serie de líneas de
nodos en los elementos que representan al hormigón.














Figura 3. Modelado del hormigón en compresión: a) Diagrama
tensión-deformación; b) Diagrama tensión-desplazamiento.
Figura 4. Mecanismo de adherencia hormigón-acero: (a) Carga trasferida a través de la intercara; 
(b) Tensión rasante por unidad de longitud.
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mentos tal que resuelva la zona de transferencia de ten-
siones entre acero y hormigón. Este número de elemen-
tos estará relacionado con la longitud de anclaje necesa-
ria para las barras. Para que los elementos barra se des-
placen conjuntamente con la matriz de hormigón
hemos dispuesto unos elementos horizontales muy
rígidos que unen los nodos de las barras con sus corres-
pondientes nodos en el hormigón en sentido transver-
sal. Hacemos, pues, la hipótesis de que las barras están
siempre sujetas por cercos y de que el recubrimiento es
suficiente para evitar el pandeo de la barras.
Es importante destacar que esta forma de modelar la
armadura conserva la continuidad en el hormigón y,
por tanto, permite que la fisura cohesiva progrese a tra-
vés de la capa o capas de armado. Este modelo también
es compatible con hipótesis más refinadas para repre-
sentar el comportamiento de la matriz del hormigón,
como aquellas en las que se tiene en cuenta la microfi-
suración, el efecto de la  fluencia o el envejecimiento del
hormigón. Para modelar varias capas de armado sim-
plemente se deben disponer elementos tipo barra situa-
dos en varias capas unidos al hormigón. En la Figura 6
mostramos la discretización realizada de la masa de
hormigón y la posición de las capas de armado.
La carga se introduce a través de un desplazamiento
impuesto sobre una placa con una rigidez muy superior
a la del hormigón en el extremo de la mitad del panel
modelado. De esta forma podemos evaluar la carga de
pandeo del panel o pilar para diferentes excentricida-
des. En los resultados que mostraremos en los aparta-
dos siguientes no hemos tenido en cuenta el peso pro-
pio del panel, el cual, para paneles muy esbeltos, puede
ser una fracción importante en la carga resistida. No
obstante, introducir este parámetro en los cálculos es re-
lativamente sencillo. Por último indicamos que el mode-
lo mecánico presentado es extrapolable a tres dimensio-
nes, con lo que se podría estudiar el problema del pan-
deo con flexión esviada.
de unos elementos tipo barra que simulan el refuerzo.
El primer nodo, coincidente con el extremo en la fisura
cohesiva se bloquea en su movimiento vertical con obje-
to de representar la restricción al movimiento debida a
la mitad de armadura no simulada. Los nodos que
representan la armadura se conectan con sus recíprocos
en el hormigón por medio de unos elementos tipo mue-
lle que transmiten una fuerza entre ellos, la cual se cal-
cula teniendo en cuenta el perímetro de la sección de la
armadura, la distancia entre nodos y la ley de tensiones














Figura 5. Modelo mecánico.
Figura 6. Ejemplo de mallado.
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Para la implementación y resolución de este modelo
hemos utilizado el programa de elementos finitos ANSYS.
Con ello también queremos mostrar que es posible con
herramientas comerciales la resolución de este tipo de
modelos, los cuales son extrapolables fácilmente para per-
mitir la resolución de otros tipos de problemas, como
pudieran ser el estudio de refuerzos mediante fibras de
carbono (añadiendo una nueva línea de refuerzo con las
características de las fibras) o la utilización de hormigones
con fibras o cualquier material cuasifrágil siempre que
esté debidamente caracterizado.
3. CARACTERIZACIÓN DE LOS MATERIALES
Una cuestión fundamental a la hora de plantear el
modelo ha sido la selección de ecuaciones constitutivas
para los materiales cuyas características mecánicas pue-
dan ser obtenidas a través de ensayos estandarizados.
En el caso del hormigón las propiedades mecánicas que
es necesario determinar son el módulo de elasticidad,
Ec, la resistencia a tracción, ft, la resistencia a compre-
sión, fc y la energía de fractura, GF. Todas estas propie-
dades pueden ser obtenidas mediante ensayos relativa-
mente sencillos de realizar. También es necesario cono-
cer la deformación última del hormigón, εu, la cual puede
ser evaluada bien a través de ensayos a compresión
para obtener la curva tensión-deformación completa, o
bien a partir de los diversos diagramas tensión-defor-
mación propuestos en la bibliografía para el hormigón
[11, 35–37]. A partir de las características enumeradas
podemos obtener tanto la función de ablandamiento
para tracción [14] como el diagrama tensión-desplaza-
miento en compresión [34]. En la actualidad el compor-
tamiento del hormigón en compresión y su modelado
son objetos de intensa investigación. En los próximos
años es de esperar que aparezcan nuevas relaciones
más ajustadas a la realidad del fenómeno físico. Este es
uno de los caminos que podrá enriquecer el modelo que
proponemos.
Para modelar el comportamiento del acero introduci-
mos la curva tensión-deformación como dato en el
modelo. Podemos introducir bien la curva obtenida
directamente desde el ensayo de las barras, o algún dia-
grama simplificado, como puede ser una curva elasto-
plástica o elasto-plástica con endurecimiento.
La adherencia hormigón-acero también es un paráme-
tro del modelo. Esta característica se introduce a través
de la curva tensión rasante-deslizamiento relativo entre
hormigón y acero, τc - s. La curva puede ser obtenida
experimentalmente o en base a los modelos propuestos
en las diferentes normativas, véase por ejemplo [11].
En la Figura 7 mostramos un ejemplo de las caracterís-
ticas de los diferentes materiales a introducir en el
modelo. Las características del hormigón, el acero y la
intercara hormigón-acero mostradas corresponden a un
caso real. La caracterización de los materiales así como
las propiedades adherentes entre ambos fueron medi-
das en el laboratorio de Estructuras de la ETS de
Caminos, Canales y Puertos de la Universidad de
Castilla-La Mancha a partir de probetas facilitadas por
la empresa INDAGSA. La Figura 7a muestra la función
de ablandamiento. En este caso se ha optado por una
función bilineal, en particular la conocida como función
bilineal de Hillerborg [27], siendo susceptible el mode-
lo de utilizar cualquier otra propuesta en la Bibliografía
científica [14]. La Figura 7b muestra la relación tensión
de compresión-desplazamiento utilizada para modelar
el comportamiento en compresión tras alcanzarse la
tensión máxima en el hormigón. El diagrama tensión-
deformación utilizado para modelar el comportamien-
to del acero es el mostrado en la Figura 7c. En este caso
se ha optado por un diagrama simplificado elasto-plás-
tico con endurecimiento, obtenido a partir de los resul-
tados de los ensayos de las barras a tracción. El acero
ensayado fue del tipo B500S y el diámetro de las barras
fue de 8 mm. Por último mostramos el diagrama ten-
sión rasante-deslizamiento relativo entre hormigón y
acero τc - s. La curva elegida ha sido elasto-plástica ya
que hemos observado que es una curva de gran senci-
llez y que reproduce de forma adecuada el comporta-
miento adherente entre hormigón y acero, véase la refe-
rencia [23]. El módulo elástico del hormigón tiene un
valor de 29.5 GPa y se introduce como característica del
material de los elementos triangulares de 6 nodos con
los que se modela la matriz de hormigón del panel o
pilar. Igualmente, el coeficiente de Poisson utilizado es
de 0.2.
Las características de los materiales anteriormente mos-
tradas son las que vamos a utilizar en los diversos estu-
dios paramétricos que hemos realizado para comprobar














Figura 7. Características de los materiales: a) Curva de
ablandamiento del hormigón; b) Diagrama tensión de
compresión-desplazamiento; c) Diagrama tensión-deformación
para el acero; d) Diagrama tensión rasante-deslizamiento
relativo hormigón-acero.
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miento no lineal del material como por el aumento de la
deformación transversal del panel. En un cierto
momento la curva alcanza un máximo, e inmediata-
mente después la estructura pandea, los desplazamien-
tos transversales comienzan a crecer rápidamente y se
acaba produciendo el agotamiento de la pieza. Tras la
descarga por agotamiento de la sección de hormigón
queda una carga residual debida a las barras. La Figura
8c muestra el gráfico carga frente a la excentricidad adi-
cional (P - e). La excentricidad adicional se va a conside-
rar igual a la flecha del panel en el centro de vano. En la
curva resultante se observa claramente el carácter no
lineal del proceso. La excentricidad adicional crece a lo
largo de todo el proceso de carga y claramente se obser-
va el salto tras la carga máxima que indica el fallo por
pandeo. En la Figura 8d dibujamos el gráfico carga-
momento (P - M). El momento se calcula como la carga
actuante multiplicada por la suma de la excentricidad
inicial más la adicional. En este mismo gráfico y en línea
discontinua se ha dibujado una recta cuya pendiente es
la inversa de la excentricidad inicial. Esta recta repre-
senta la relación carga-momento en el caso de que no
existieran efectos de segundo orden. El diagrama carga-
momento se va alejando de esta recta conforme se desa-
rrolla el proceso carga debido a la no linealidad intro-
ducida tanto en el comportamiento del material como
por la consideración de la deformada real en cada paso
del proceso de carga. Tras el fallo por pandeo vemos
como la carga desciende bruscamente provocando un
descenso del momento en la sección central.
En la Figura 9 analizamos la variación de las tensiones
normales en el hormigón en la sección central del panel
4. RESULTADOS
En esta sección vamos a exponer los resultados de un
ejemplo para analizar la respuesta del modelo y mos-
trar los resultados que genera. Posteriormente realiza-
remos una contrastación del modelo con experimenta-
ción realizada sobre el tema. Tras ello presentaremos los
resultados de unos estudios paramétricos variando la
excentricidad, la cuantía de armado, la esbeltez y las
características del hormigón para comprobar la res-
puesta del modelo ante el cambio de estos parámetros.
4.1. Ejemplo de cálculo
Como ejemplo vamos a modelar el comportamiento de
un panel de hormigón armado que tiene una altura, L,
de 2900 mm, un canto, D, de 120 mm y un ancho, b, de
1000 mm. El armado del panel está formado por 2 capas
de 4 barras de 8 mm de diámetro cada una situadas lon-
gitudinalmente a lo largo del panel a una distancia de
40 mm de los paramentos. La excentricidad inicial con-
siderada para el cálculo es e0 =20 mm, véase la Figura
8a. En este trabajo hemos considerado la tensión de
compresión en el hormigón como positiva, mientras
que en las barras de acero la tensión de tracción es la
que se ha considerado como positiva.
En la Figura 8b se muestra la curva carga-desplaza-
miento en el punto de aplicación de la carga (P - u). La
curva resultante está formada por una parte inicial line-
al. Antes de llegar a la carga máxima se observa una














Figura 8. Ejemplo de cálculo: (a) Geometría del panel modelado; (b) Curva carga-desplazamiento en el punto de aplicación
de la carga (P - u); (c) Curva carga frente a la excentricidad adicional (P - e); (d) Diagrama carga-momento (P - M).
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y en las barras de acero durante el proceso de carga. La
Figura 9a muestra la curva carga-desplazamiento en el
punto de aplicación de la carga. En esta curva hemos
marcado 6 puntos que nos facilitarán la observación de
la evolución de las tensiones a lo largo del proceso de
carga. La variación de las tensiones en las barras de
acero se muestra en la Figura 9b. Denominamos barra
inferior a la barra que está más cerca de la zona inicial-
mente traccionada y barra superior a la que está más
cerca del paramento más comprimido. Inicialmente las
barras están descargadas, al ir aumentado la carga
externa las barras comienzan a trabajar, primero ambas
están comprimidas y al ir evolucionando el proceso de
fisuración la barra inferior se tracciona mientras que la
barra superior se queda dentro del área comprimida.
Las Figuras 9c-h muestran los perfiles de las tensiones
normales en el hormigón en la sección central del panel,
es decir la sección donde hemos introducido la fisura
cohesiva. Cada perfil muestra el estado tensional para
un punto del diagrama P - u representado en la Figura
9a. Cada punto seleccionado es indicado con un núme-
ro que coincide con el mostrado en cada perfil. En el ini-
cio del proceso de carga, Figuras 9c y d, el perfil de ten-
sión es prácticamente plano, sin alcanzar ni la resisten-
cia a compresión ni la resistencia a tracción del hormi-
gón. En la Figura 9e se aprecia que la fisura ya ha
comenzado a propagarse. Existe una zona traccionada
que representa el efecto cohesivo en la rotura a tracción
introducido en el modelo a través de la fisura cohesiva.
La Figura 9f muestra el perfil en el momento de alcan-
zar la carga máxima. El hormigón en la zona comprimi-
da ha alcanzado la resistencia máxima y el modelo
reproduce la localización de este daño. Tras la carga
máxima se produce el pandeo del elemento estructural
y los desplazamientos horizontales aumentan conside-
rablemente. Este aumento de los desplazamientos pro-
voca la rotación de la sección y el agotamiento. En el
perfil de tensiones mostrado en la Figura 9g puede
observarse que se pasa del bloque comprimido al trac-
cionado, de menor tamaño, de forma muy brusca. Poco
después, el elemento falla y se produce su descarga,
Figura 9h.
Con este ejemplo hemos querido ilustrar como el mode-
lo propuesto reproduce todo el proceso de pandeo del
elemento teniendo en cuenta tanto la fractura del mate-
rial como la inestabilidad geométrica. En un ordenador
Pentium 4 a 2.6 GHz el tiempo de cálculo de un mode-














Figura 9. Ejemplo de cálculo: a) Curva P - u ; b) Tensiones en la barras de acero. Perfil tensional para: c) u =0.35 mm; 
d) u =0.75 mm; e) u =1.00 mm; f) u =1.36 mm; g) u =1.38 mm; h) u =1.50 mm.
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Figura 10a en ordenadas representamos la carga máxi-
ma obtenida en los ensayos y con el modelo y en absci-
sas la esbeltez de la columna. El modelo capta de forma
sensiblemente correcta la carga máxima obtenida experi-
mentalmente y responde al aumento de la esbeltez, dis-
minuyendo la carga de fallo al aumentar ésta. También al
aumentar el tamaño de la sección aumenta la carga,
como era de esperar. En la Figura 10b mostramos en abs-
cisas nuevamente la esbeltez y en ordenadas el valor del
desplazamiento o flecha en la sección central en el mo-
mento de alcanzar la carga máxima. Experimentalmente
se aprecia que el desplazamiento aumenta al aumentar la
esbeltez. El modelo reproduce este efecto y los valores
obtenidos son del mismo orden que los valores obteni-
dos experimentalmente. Con carácter general las tenden-
cias observadas experimentalmente y los valores obteni-
dos para la carga de pandeo y el desplazamiento han
sido reproducidas por el modelo de forma sensiblemen-
te correcta.
4.3. Efecto de la excentricidad de la carga
Partiendo del elemento modelado en la sección 4.1,
vamos a presentar el resultado de diversos cálculos
para ver cómo afecta una variación de la excentricidad
en la respuesta del panel. Hemos realizado cálculos
para unas excentricidades que varían desde 1 mm hasta
200 mm. En la Figura 11a mostramos las curvas P - u
obtenidas. La respuesta es variable con la excentricidad.
Al aumentar ésta, la carga máxima disminuye de forma
considerable. El desplazamiento en carga máxima tam-
bién disminuye al aumentar la excentricidad. No obs-
tante, para excentricidades grandes, véase la Figura
11b, observamos que aunque la carga disminuye el des-
plazamiento vuelve a crecer. Esto es debido a que para
excentricidades grandes el panel tiende a comportarse
de forma más parecida a una viga que a un pilar.
Gráficamente se observa que, para las curvas e0 =100
mm y e0 =200 mm, aparece un primer pico debido al
momento en el que se alcanza la carga de fisuración y
posteriormente una segunda rama creciente correspon-
diente a la entrada en carga del acero, siendo esta rama
más dúctil que en el caso de excentricidades bajas.
4.2. Validación del modelo
Una vez que hemos presentado un ejemplo de la res-
puesta del modelo vamos a contrastar los resultados
obtenidos con casos experimentales. Si bien existen
numerosos estudios experimentales de pandeo en pila-
res de hormigón, la mayoría de las publicaciones y estu-
dios no recogen una completa caracterización de los
materiales y en muchos casos las metodologías de ensa-
yo seguidas hacen difícilmente modelables los mismos.
Asimismo señalamos la dificultad que entraña la reali-
zación de unos ensayos estables tras la carga máxima y
en los que todo el proceso de pandeo quede recogido
convenientemente. En particular, para contrastar el
modelo vamos a utilizar los resultados de la campaña
experimental realizada por Bažant y Kwon [38] para
estudiar el efecto de escala en el pandeo de piezas de
hormigón. La razón fundamental para tomar estos
resultados es la cuidada realización de los ensayos y el
amplio rango cubierto con ellos. En esta campaña se
ensayaron 9 tipos de pilares variando la esbeltez y las
dimensiones de la sección de los mismos. En su trabajo,
Bažant y Kwon exponen toda la metodología experi-
mental seguida, las características de los materiales uti-
lizados en la fabricación de los pilares y los resultados
obtenidos.
Los pilares fueron ejecutados con un micro-hormigón
con un tamaño máximo de árido de 3 mm. La resisten-
cia del hormigón medida en probetas cilíndricas de 150
mm de alto por 75 mm de diámetro fue de 28.96 MPa.
Para realizar el armado utilizaron barras de acero lisas
con un módulo de elasticidad de 200 GPa y un límite
elástico de 552 MPa. El porcentaje de armado se mantu-
vo constante en todo el programa experimental siendo
igual a 4.91 %. Se ensayaron tres secciones cuadradas de
pilares diferentes de lado 12.7, 25.4 y 50.8 mm. Para
cada tamaño se realizaron pilares de tres esbelteces
diferentes con un valor igual a λ = 19.2, 35.8 y 52.5. Por
cada tipo de pilar se ensayaron tres probetas. En total se
realizaron 27 ensayos.
La Figura 10 muestra los resultados obtenidos en la ex-














Figura 10. Contrastación experimental: a) Carga máxima; b) Desplazamiento en la sección central para la carga máxima, 
en función de la esbeltez.
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En la Figura 11c representamos todas las curvas P - M
obtenidas. Uniendo los puntos de carga máxima de
estas curvas obtenemos el diagrama de interacción te-
niendo en cuenta los efectos de segundo orden para el
panel modelado. Este diagrama se representa en la Fi-
gura 11d. Igualmente mostramos el diagrama de inter-
acción reducido. En este diagrama se representa la
carga frente al momento reducido, definido éste como
el producto de la carga máxima por la excentricidad ini-
cial, e0. Hemos visto que a partir de los resultados del
modelo podemos obtener los diagramas de interacción
para una geometría dada. El modelo es susceptible de
ser utilizado para evaluar estos diagramas de interac-
ción y facilitar el diseño de elementos estructurales.
En el diagrama de interacción de la Figura 12b, identifi-
camos una serie de puntos correspondientes a diferen-
tes excentricidades que nos van a facilitar el análisis de
los diagramas de tensiones. La variación de las tensio-
nes en las barras de acero según la excentricidad se
representa en la Figura 12b. Los perfiles tensionales en
el hormigón para la carga máxima según las diferentes
excentricidades se muestran en las Figuras 12c-h. En la
Figura 12b observamos que, al aumentar la excentrici-
dad, las barras pasan de estar comprimidas a traccio-
narse cada vez más, hasta llegar al caso de mayor
excentricidad en el que las dos armaduras dispuestas
llegan a plastificar para la carga máxima. En los perfiles
tensionales se observa que, para excentricidades peque-
ñas, Figura 12c, la sección está completamente compri-
mida. Al ir aumentando la excentricidad, el bloque
comprimido se va haciendo cada vez más pequeño
hasta llegar a ser el perfil tensional cada vez más pare-
cido al de una viga. En el caso extremo, Figura 12h, el
bloque comprimido se reduce a una pequeña fracción
de la parte superior de la viga. Con este ejemplo se
observa claramente la transición al variar la excentrici-
dad desde el comportamiento del panel a compresión
prácticamente centrada, cuando la excentricidad es pe-
queña, a una flexión prácticamente pura para una ex-
centricidad alta. En todos los casos el modelo represen-
ta el fallo por inestabilidad.
4.4. Efecto de la cuantía de armado
En este apartado analizamos el comportamiento de un
panel cuando se varía la cuantía de armado. Las cuantías
indicadas en las figuras presentadas en esta sección son
por cara, de modo que el total de la cuantía de acero del
panel sería el doble de la indicada. En la Figura 13 se apre-
cia cómo el aumento de la cuantía provoca un aumento de
la carga máxima y del desplazamiento en el centro del
vano (excentricidad adicional). Tras la carga máxima
observamos que la respuesta del modelo también está
influida por la cuantía, obteniéndose que los valores de
carga post-pico para cuantías altas llegan a tener un valor
significativo. Este comportamiento post-pico puede ser de
especial importancia en la evaluación de estructuras ya
ejecutadas o que hayan sufrido algún tipo de daño. La
Figura 13b muestra los diagramas carga-momento obteni-
dos. Todas las cargas máximas se sitúan aproximadamen-
te en la una línea recta que pasa por el origen.
La Figura 14a muestra la evolución de la carga de pan-














Figura 11. Influencia de la excentricidad: a) Curvas P - u; (b) Curvas P - u, detalle para excentricidades mayores;
c) Diagrama P - M; d) Diagramas de interacción.
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cuantía. La tensión en las barras disminuye al aumentar
la cuantía, lo que significa que la sección de las barras
se aprovecha peor. El modelo tiene en cuenta la rigidez
de las barras. Por ello aumentar su diámetro las barras
mos anteriormente, la carga crece al aumentar la cuan-
tía, aunque este crecimiento no es proporcional al incre-
mento de cuantía. En la Figura 14b podemos ver la














Figura 12. In fluencia de la excentricidad: a) Diagrama de interacción; b) Tensiones en la barras de acero. 
Perfil tensional para: c) e0 =1 mm; d) e0 =5 mm; e) e0 =20 mm; f ) e0 =40 mm; g)e0 =60 mm; h) e0 =100 mm.
Figura 13. Influencia de la cuantía: a) Curvas P - u; (b) Diagramas P - M.
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son más rígidas y colaboran activamente para impedir el
pandeo del elemento. Las Figuras 14c-h representan los
perfiles tensionales en el hormigón para cada una de las
cuantías modeladas. El aumento de la cuantía provoca
un crecimiento del bloque comprimido, lo que se tradu-
ce en un aumento de la capacidad de carga del elemento.
En este caso observamos que la máxima tensión en el
hormigón no se alcanza en la fibra más externa sino que
se obtienen en un punto interior. Este efecto es debido a
la metodología seguida en el modelado del daño en com-
presión [34]. Una vez que en el extremo se llega a la
máxima tensión posible se va produciendo un agota-
miento de la sección y la tensión va disminuyendo.
4.5. Efecto de la esbeltez
Para estudiar cómo responde el modelo a los cambios
de esbeltez vamos a presentar una serie de cálculos par-
tiendo de la geometría del panel que nos ha servido de
ejemplo en la sección 4.1. En esta ocasión la cuantía de
armadura dispuesta por cara es igual al 0.67 % y la
excentricidad inicial utilizada en los cálculos ha sido de
40 mm. La altura del panel se ha variado desde los 2
metros hasta los 9 metros, lo cual, es equivalente a
variar la esbeltez mecánica desde 55.5 a 250. Este último
caso está fuera de las recomendaciones dadas por la
Normativa española EHE [16], no obstante con el
modelo podemos llegar a predecir el comportamiento
mecánico de este panel. La Figura 15a muestra la curvas
P - u obtenidas. Cuando se aumenta la esbeltez dismi-
nuye la carga de pandeo, pero al incrementarse la flexi-
bilidad del elemento el desplazamiento transversal en
carga máxima también se ve incrementado. Al ser el
panel más esbelto, el efecto de la excentricidad es mayor,
comprobándose que para los paneles más esbeltos obte-
nemos curvas similares a las que obteníamos en el caso
de aplicar excentricidades más grandes en paneles más
pequeños. En la Figura 15b se aprecia que al aumentar














Figura 14. Influencia de la cuantía: a) Variación de la carga con la cuantía de armado; b) Tensiones en la barras de acero. Perfil
tensional para: c) ρ =0.16 %; d) ρ =0.37 %; e) ρ =0.67 %; f ) ρ =1.04 %; g)  ρ =1.63 %; h) ρ =2.66 %.
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La Figura 16a muestra un gráfico en el que se observa la
variación de la carga frente a la altura del panel. La
curva descrita sigue aproximadamente la trayectoria de
una hipérbola, tal y como varía la carga de pandeo a
través de la ecuación de Euler:
puesta del panel, desviándose la curva carga-momento
de la recta teórica obtenida al multiplicar la carga por
la excentricidad inicial (M = P e0 ). Tanto el momento















Figura 15. Influencia de la esbeltez: a) Curvas P – u. b) Diagramas P - M.
Figura 16. Influencia de la esbeltez: a) Variación de la carga con la altura del panel; b) Variación de las tensiones en las barras 
según la altura del panel. Perfil tensional para: c) L =2 m; d) L =3 m; e) L =5 m; f)  L =7m; g) L =9 m.
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(3)
Donde L es la longitud del panel y K es una constan-
te dependiente de las características del material y de la
geometría de la sección para el caso de comportamien-
to elástico lineal. En estructuras de hormigón armado K
no es constante, ya que al tener en cuenta las caracterís-
ticas en fractura del hormigón para cada esbeltez la
geometría de la sección es distinta en el momento del
fallo. Este efecto se debe a que el proceso de fisuración
ya ha comenzado en el momento del fallo, e implica que
la rigidez de la sección se ha visto reducida. Este efecto
se aprecia claramente en los diagramas de tensiones
normales en el momento de fallo mostrados en las
Figuras 16c-g. Al aumentar la esbeltez, el bloque com-
primido se va haciendo más pequeño, efecto similar al
observado al aumentar la excentricidad. Respecto a la
variación de las tensiones en las barras de acero, en el
modelo realizado, véase la Figura 16b, observamos que
la tensión aumenta al aumentar la esbeltez debido a que
los desplazamientos son mayores, tal y como se obser-
vó en la Figura 15a. No obstante, para esbelteces muy
bajas se observa que también existe un incremento de la
tensión en la barra inferior, debido a que en esos casos
la sección se encuentra comprimida en mayor medida
durante el proceso de carga, pudiéndose deformar
transversalmente el elemento sin que el elemento llegue
a pandear. Este resultado indica que para bajas excentri-
cidades los efectos de segundo orden son menos impor-






respuesta del modelo a los cambios de esbeltez del
panel o pilar.
4.6. Efecto de la resistencia del hormigón
El último estudio paramétrico que vamos a realizar está
referido a la variación de la resistencia a compresión del
hormigón. Para ser coherentes hemos variado todas las
propiedades del mismo, ft, Ec y GF, además de la resisten-
cia a compresión, fc. Los valores de las propiedades se
han obtenido a partir de las expresiones recogidas en el
Código Modelo [11]. Las resistencias a compresión para
las que se ha modelado el panel son 25, 50, 75 y 100 MPa.
El panel utilizado tiene la misma geometría que el utili-
zado en la sección 4.1. El porcentaje de armado se  esta-
bleció en el 0.37% por cara y la excentricidad inicial se
ha mantenido constante e igual a 40 mm. En la Figura
17a mostramos la curvas P - u obtenidas. La carga de
pandeo y el desplazamiento en carga máxima aumen-
tan al aumentar la calidad del hormigón. El fallo se pro-
duce de forma más brusca al aumentar la resistencia. La
Figura 17b muestra las curvas carga-momento. La
variación en la resistencia, en este caso, es muy similar
a la variación de la cuantía, Figura 13b. Los máximos se
sitúan aproximadamente en un línea recta que pasa por
el origen. El incremento en la resistencia del hormigón
no aumenta el carácter no lineal de las curvas P - M,
efecto contrario al que se observó al variar la esbeltez.














Figura 17. Influencia de la resistencia a compresión: a) Curvas P - u; b) Diagramas P - M; c) Variación de la carga según la 
resistencia a compresión; b) Efecto de escala al cambiar las propiedades de material.
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Para modelar el comportamiento del hormigón en frac-
tura se han simplificado todos los procesos de fractura
a una única fisura discreta situada en la parte central
del elemento, a la que se la ha dotado de propiedades
cohesivas. De esta forma se reproduce el comporta-
miento en tracción del hormigón. De forma simplifica-
da se ha extrapolado este modelo, según la bibliografía
consultada, para representar el comportamiento del
hormigón en compresión. El modelo es sensible a la
excentricidad inicial de la carga, a la esbeltez y a la
cuantía de armado, además de serlo a las propias carac-
terísticas de los materiales. Todos estos hechos confir-
man la aptitud de los modelos cohesivos para tratar la
fractura del hormigón conjuntamente con el pandeo.
También destacamos como a través del modelo se
puede ayudar a comprender mejor el comportamiento
de los elementos de hormigón armado esbeltos compri-
midos.
muestra en la Figura 17c. La variación de la carga no es
proporcional al aumento de la resistencia. Al pasar de
un hormigón de una resistencia de 25 MPa a otro de 100
MPa se obtiene un aumento de un 100% en la carga del
panel (de 800 a 1600 kN aproximadamente).
En la Figura 17d mostramos la tensión nominal adimen-
sionalizada resistida por el panel en ordenadas y el tama-
ño del elemento relativo a las propiedades del material
en abscisas. La tensión nominal es definida como:
(4)
Para adimensionalizarla se ha dividido por la resisten-
cia a tracción ft. El tamaño relativo es definido por el
denominado número de fragilidad de Hillerborg [14],
ßH, el cual se define como el cociente entre el tamaño del
elemento, representado en este caso por el canto D, y la
longitud característica del material, lch [28], (lch= EGF /
ft
2).
En la Figura 17d observamos que la resistencia nominal
adimensionalizada disminuye al aumentar el tamaño
relativo. Este hecho indica la existencia de un efecto de
escala en el comportamiento del panel relativo a las
propiedades del hormigón. Para comprender mejor este
efecto podemos observar los perfiles de tensiones nor-
males mostrados en las Figuras 18b-e. El eje de abscisas
ha sido escalado según la resistencia a compresión del
hormigón. Al aumentar la resistencia del material el
bloque comprimido es relativamente más pequeño, lo
que indica que un panel ejecutado con un hormigón de
alta resistencia tiene una carga en rotura mayor aunque,
el aprovechamiento que se hace de la sección de hormi-
gón es menor. La variación de tensión en las barras es
mostrada en la Figura 18a. La tensión, tanto en la barra
superior como en la inferior, crece al aumentar la resis-
tencia debido a que la fibra neutra cada vez está situa-
da más cerca del borde superior. No obstante, el creci-
miento de la misma no es muy significativo.
5. CONCLUSIONES
En el presente trabajo hemos mostrado una metodolo-
gía práctica sencilla de implementar en códigos comer-
ciales de elementos finitos para modelar el comporta-
miento de paneles y pilares de hormigón armado y
estudiar su comportamiento a pandeo. El modelo re-
produce el proceso de pérdida de rigidez del elemento
durante el proceso de carga al aparecer fisuras, tenien-
do en cuenta el comportamiento no lineal de los mate-
riales (hormigón y acero) y la inestabilidad geométrica.
El modelo esta especialmente indicado para elementos
esbeltos y con poca cuantía de armado (0-1 % por cara),
donde la mayor parte del daño se localiza en la sección
central. No obstante, para elementos muy armados (2-4
% por cara) la contrastación con resultados experimen-


















Figura 18. Influencia de la resistencia a compresión:
a) Variación de las tensiones en las barras. 
Perfil tensional para: b) f =25 MPa; c) f =50 MPa; d) f =75 MPa;
f) f =100 MPa.
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Por la forma de modelar el hormigón a partir de todas
sus características, incluyendo los parámetros en fractu-
ra, el modelo es susceptible de ser utilizado para estu-
diar el comportamiento frente a pandeo de pilares y
paneles fabricados con otros tipos de hormigones como
hormigones con fibras, hormigones ligeros, de alta
resistencia y otros materiales considerados cuasifrágiles
como fabricas de ladrillo o columnas de materiales pé-
treos, siempre que estén convenientemente caracteriza-
dos estos materiales.
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